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‘zémmé 02 : Marrnices & Détermcnants

Dans tout ce chapitre, K sera le corps R ou C.

1 LES BASES

§ 1. L opérarear [ o.— Toute application linéaire de R? dans R" est 'application linéaire canoniquement
associée a une matrice. Plus clairement,

Proposition 1.1

Soient n,p € N*. L'application V | 4, ,(K) — Z(KP,K") estun isomorphisme de K—ev.
A +— LA

On en déduit au passage que dim £ (K?, K") =n X p.
On peut caractériser ainsi les matrices triangulaires :

Proposition 1.2
Soit A € M,,(K).

A est triangulaire supérieure <= Vi€ [1,n], Vect(e1,...,e;) eststable par L4
< Vie[l,n], Ae; € Vect(ey,...,e;).

D’ailleurs, on peut enlever le cas ¢ = n qui n"améne rien a l'affaire.

§ 2. Product.— On définit une loi sur .#,, qui traduit matriciellement la loi de composition sur les endomor-
phismes.

Définition 1.3 (Produit de Matrices)
Soient n,p,m € N*, A € 4, ,(K), B € M, »(K). La matrice C € #,, ,,,(K) définie par la formule

P
Vi,j € [Ln] x [Lm], c;= Zai,kbk,ja
k=1

est appelée produit de A et B et notée A x B, ou AB.
On définit ainsi une loi interne que .#,,(K).

On peut tout de suite énoncer, car c’est pour obtenir cette relation que nous avons construit ce produit :
Proposition 1.4
Soient n,p,m € N*, A e 4, ,(K),B € My n(K). Alors Laxp =Lao Lp.

5 EXEMPLES :

» I,A=Al,=A.

AB a sa j—eéme colonne nulle si la j—ieme colonne de B l'est, et sa j—eme ligne nulle si la j—ieme ligne de A l'est.
A x B = (ACq,...,ACy)ou (Cq,...,Cy) sont les colonnes de B.

Si C et L sont un vecteur colonne et un vecteur ligne, CL € .#,, est de rang 1 et LC n’est rien d’autre qu'un réel.
AB # BA, avec Ej5 et Fq;.

L’anneau n’est pas intégre, avec le méme exemple. D’ailleurs E;2 est nilpotente.

Eij X Ekl = 5jlcEil-

Soit A une matrice carrée. L 4 est un projecteur <= A% = A

Soit A = (a,-j) et D = Diag (d1,...,dn). ALors

DA = (diaij) et AD = (djaij).

Vu en TD : le commutant d’une matrice M est un sous-espace vectoriel de .#,,. Il est égal a .#,, si et seulement si M est une
homothétie, i.e ssi M € Vect I,,.

VVVYVYYVYYY

v

Proposition 1.5 (Produit de matrices triangulaires)

Soient A, B € #,,(K). Si A, B sont deux matrices triangulaires supérieures, alors leur produit A x B est aussi
triangulaire supérieur et sa diagonale est égale a (a11b11, ..., Gnnbnn).

Résumé 02 : Matrices & déterminants Page 1/9



Classe MP du Lycée Berthollet, 2015/2016 http://mpberthollet.wordpress.com

<>

%@ REMARQUES :

Calcul de certaines suites récurrentes :
> Soient (zn)neN €t (Yn)nen deux suites réelles, vérifiant la relation de récurrence linéaire suivante :

{ Tpnt1 = —9zn —18yn

Ynt1 = Obzn  +12yn

avec zg = —137 et yo = 18. Il s’agit de déterminer les termes généraux de ces deux suites en fonction de n, et non plus
. . P g 2 .. -9 18

en fonction des termes qui les précedent. Traduisons ce probléme en termes matriciels : en posant A = 6 12 )¢t

z : . oz 5.z q .
U = ( ") pour tout n € N, on voit que la formule de récurrence croisée qui régit nos deux suites devient une formule de
n

récurrence simple portant sur un vecteur de R? : U, +1; = AU, pour tout n € N. On déduit aisément de ceci 'expression
de U,, en fonction de A, de Uy etde n : . Ainsi le calcul de U,, se raméne a celui des puissances de A. Nous

verrons plus loin des méthodes pour calculer ces puissances.
> Soit (xn) une suite vérifiant Vn € N,  wup42 = aun + bup, ot a,b € C et b # 0. Cett relation est équivalente a X, 1 =

0 1 N _ Un
g ey

§ 3. “Zzace.— La trace d’'une matrice carrée est la somme de ses coefficients diagonaux. L’application Trace
M (K) — K est une forme linéaire. Elle vérifie la propriété essentielle suivante :

Propriétés 1.6
Pour tous A € My, ,(K), B € M), ,(K), Trace (AB) = Trace (BA).

8§ 4. Tuwerecbeleté.— Les matrices inversibles seront les matrices d’isomorphismes.

Définition 1.7

A € #,(K) est dite inversible s’il existe B € .#,,(K) telle que AB = BA = I,,. B est alors unique, et notée
A=Y, On note GL,,(K) I’ ensemble des matrices inversibles.

Théoréme 1.8

Soit A € #,,(K). on a I'équivalence entre toutes les propriétés suivantes :
A est inversible < L 4 est bijective < ker A = {0} & Rang A =n <= det A # 0.

Exemples de produits :
b

> Une matrice (a
c d

) € > (K) est inversible <= son déterminant est non nul. Alors,

a BN' 1 [(d —b
c d " detA \—c a /)’

> Soient A, B € .#,(K) deux matrices inversibles. Alors leur produit A x B est ausi inversible et

\ (AxB) '=BlxAaA! ‘

Propriétés 1.9 (Le groupe linéaire)

Muni de la loi x, GL,(K) est un groupe, appelé groupe linéaire. Il n’est pas commutatif sauf sin = 1.

Proposition 1.10 (Inversion de matrices triangulaires)

Soit T = (ti’j)lgi,jgn € 7,7 (K). Alors

> T est inversible <= Vi € [1,n], ti; #0.

> SiT € GL,(K), alors T~! € 7,7 (K) et les coefficients diagonaux de T~! sont les inverses des coeffi-
cients diagonaux de T'.

Définition 1.11 (Systéme de Cramer)

Un systéme linéaire AX = B a n inconnues et a n équations est dit de Cramer lorsqu’il posséde une et une

cap]la c

Alution
SCtHC-Sorttion:

Ainsi, le systétme AX = B est de Cramer si et seulement si A est inversible. L’unique solution est X = A~ B.
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§ 5. .d’o‘ym et caloanes.— On sera souvent conduit a mutiplier une matrice A par une matrice inversible des
que l'on s’intéressera aux endomorphismes. Le point essentiel de cette opération est qu’elle préserve le rang. Plus

précisément :
Proposition 1.12 (Conservation du rang)

Soit A € My . Alors :
1. VP € GL,,ker (P X A) = ker A.

2.¥Q € GLy,Im (A x Q) = Im A.
3. |VP € GL,,YQ € GL,,Rang (PAQ) = Rang A |

>

%@ REMARQUES :

Rappelons quelques faits énoncés lors de la définition du produit matriciel. Soit A € .#, ;. Notons C; ses colonnes et L; ses
lignes. Les F; ; sont les matrices élémentaires, de taille convenable pour que les produtis que nous effectuons soient licites.

0

0

» Multiplication a gauche : E;; A = Ly , laligne L; apparaissant a la i—éme place.

0
,Ci, .. O), la colonne C; apparaissant a la j—eme place.

» Multiplication a droite : AE;; = (0, ..

Rappelons que nous avons défini trois opérations élémentaires sur A lors de I'algorithme de Gauss.
Définissons trois types de matrices simples :

Définition 1.13 (de P,;j, Ei(a), Eij (a))

> Soiti € [1,n] eta € K*. E;(«) = Diag (1,...,1,,1...,1) est la matrice identité ot I'on a remplacé le

i—eéme coefficient par ¢ sur la diagonale.
> Soienti # j € [1,n]. P;; est la matrice identité ot 'on a permuté les colonnes (ou les lignes) i et j

> Soient i 7&] € ﬂl,nﬂ,a e K. Eij(Oé) =1, +CVEZ']‘.

Ces trois types de matrices sont inversibles et stables par passage a l'inverse :

Ei() = Ei(a™"), P! = Py, Eij(a) ™! = Eyj(—a) |

Faire des opérations élémentaires sur les colonnes de A revient a multiplier A a droite par une suite de

matrices inversibles :
Proposition 1.14 (Manipulation élémentaire et produit matriciel)

Soit A € M, ,(K).
1. SiA w B, alors B = A x Eji(a).

2. SiA S5 B alors B = A x Ei(a).

3. SiA % B, alors B = A x P;;.

On obtient un résultat strictement indentique en remplagant “colonne” par “ligne” et en multipliant A a
gauche par les trois types de matrices définis ci- dessus.
Corollaire 1.15 (Invariance par manipulation élémentaire)

Les manipulations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice en conservent le rang.
Celles sur les lignes conservent de plus le noyau, et celles sur les colonnes conservent Iimage.

On en déduit de plus une nouvelle méthode de calcul de l'inverse d’'une matrice.

Propriétés 1.16 (Transposée)
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ttA) = A.

. La transposée est linéaire.

. Pour tout A € 4, ,(K), B € #,,K),"(AB) ='B"A.
. Si A est inversible, alors {(A™1) = (*A)~1L.

A WA =

Corollaire 1.17
Soit A une matrice n x p. Alors
1. A et'A ont méme rang.

2. le rang de la famille des p colonnes de A est égal a celui des n lignes de A.

§ 6. Watrices égucvalentes et nang sar M, ,(K).— Nous allons définir une relation d’équivalence sur 'espace
des matrices .#, ,(K), que nous appellerons malheureusement “est équivalente a”.

Définition 1.18
Deux matrices A, B € #, ,(K) sont dites équivalentes lorsque il existe P € GL, et Q € GL,, telles que
B=Q 'AP.

Deux matrices équivalentes n’ont pas forcément méme trace, ni méme déterminant. En revanche, elles ont
méme rang, et cette condition est nécessaire et suffisante. La relation “est équivalente a” est donc TRES souple,
puisqu’il y a peu de classes d’équivalences : n 4+ 1 exactement. On verra que ce n’est pas du tout le cas pour la
relation bien plus riche “est semblable a”. C’est d’ailleurs tout 'objet du cours de deuxieme année. Le théoréme
qui suit est une conséquence (plut6t technique) de l'algorithme de Gauss.

Théoréme 1.19

Deux matrices sont équivalentes <= elles ont méme rang. En particuliet, si on note r le rang de M, M est
semblable a Diag(1,...,1,0,...,0), matrice qui contient exactement r coefficients égaux a 1.

Proposition 1.20 (Rang et matrices extraites)

Toute matrice extraite de M a un rang < celui de M .De plus, le rang de M est le maximum des rangs des
matrices carrées extraites de M.

§ 7. Watrices semblables et cuvariants de ¢cmilitude.— Cette relation est plus fine que la précédente, et
propose beaucoup plus de connexions entre deux matrices de la méme classe d’équivalence.

Définition 1.21
Deux matrices A, B € .#,(K) sont dites semblables lorsque il existe P € GL,, telle que B = P~*AP.
L’ensemble des matrices semblables a A est appel€ée classe de similitude de A.

Les trois affirmations qui suivent sont fausses si A et B ne sont qu’équivalentes :
Proposition 1.22
Soient A, B € .#,(K). S’il existe P € GL,(K) telle que B = P~ AP, alors

» Pour tout k € N, BF = P~1A*P.

» Trace A = Trace B.
» det A = det B.

On dit que la trace et le déterminant sont des invariants de similitude.

2 MATRICES D’APPLICATIONS LINEAIRES

Tous les espaces vectoriels seront de dimension finie sur K. Nous étendons les possibilités du calcul matriciel
a 'ensemble des applications linéaires de dimension finie. Ces matrices dépendront fortement d’une base choisie
pour le calcul des coordonnées de vecteurs, et nous nous attacherons a expliquer comment elle en dépend.
Gardons a I'esprit qu’'une bonne définition de ces matrices doit respecter le morphisme déja maintes fois utilisé :

Mat (f o g) = Mat (f) x Mat (g).
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§ 1. Des wectears aur vectewrns colonnes.— C'est un petit rappel.

Définition 2.1

Soit # = (e, ..., e,) une base de E. Pour tout X € E, on appelle matrice-colonne des composantes de X
dans £ le vecteur
z1
Mat,@(X) = S «%n,l(K) = Kn,
Tn,
n
ouX = Z Tk .Ck.
k=1
g EXEMPLES :
1
n
(n—1)
Dans R, [X], 4 est la base canonique et P(X) = (X + 1)". Alors Mat »(P) = 2
1
Il est clair que Mat 4 | FE — K" est un isomorphisme de K— espaces vectoriels de dimension

X +—— Mat »(X)
n.

§ 2. Warrices d’'applications linéacres.— De maniere plus générale, on peut aussi définir :
Définition 2.2

Soit # = (ey,...,e,) une base de E. Pour toute famille # = (X1, ...X,) de vecteurs de E, on appelle matrice
T1,1 N Z1,p

des composantes de .# dans # le vecteur Mat 5(X) = : : € My p(K),
Tn,1 oo Inp

n
ot pour tout j € [1,p], X; = Zx’w"ek‘
k=1

Définition 2.3 (Matrice d’une application linéaire)

Soit & = (e1,...,e,) une base de E, et # = (f1,..., f,) une base de F, et ¢ € £ (E, F). On appelle matrice
de o dans les bases & et .% la matrice suivante :

a1.1 e al,p
Mat ¢ 7 (p) = : : € Mpp( K),

an,1 --- GQpp

ot pour tout j € [1,p], p(e;) = Zak,j.fk.
k=1

fg EXEMPLES :

> L’application linéaire associée a I’évaluation lagrangienne, i.e

¥ | Rp[X] — RnHL
P(ao)
P(al)
P +—

P(an)

admet pour matrice dans les bases canoniques de R,,[X] et de R**! une matrice de Van Der Monde.
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Propriétés 2.4
Soit & = (e1,...,ep) une basede E, et # = (f1,..., f,) une base de F'. L’application

V| LEF) — Moy (K
f — Matg z(f)

est un isomorphisme de K—algébres.

Proposition 2.5

Soient &, .%,G des bases des espaces vectoriels E, F, G.
> Sife X(E,F)etge Z(F,G), alors Matg g(g o f) = Matg g(g) x Matg & (f).
> Sif e .Z(E), alors pour tout k € N, Mate(f*) = (Matg(f))* .

Proposition 2.6

Si A est la matrice de f dans une base (ou un couple de bases), alors Rang A = Rang f.

<>

%@ REMARQUES :

1l faut savoir interpréter les blocs de zéros dans la matrice de f comme la stabilité de sous-espaces vectoriels stables. Par
exemple,

» La matrice d'un endomorphisme f de E est triangulaire <> pour tout k € [1, n], Vect (e1, ...ex) est stable par f.

» Soit & = (e1,...,en). Matg (f) est de la forme (g g), ou A est carrée de taille k < Vect (ey, ..., e) est stable par f.

» Si E = @], F;, si tous les F; sont stables par f et si 4 est une base adaptée a cette décomposition de F, alors la matrice
de f dans la base £ est diagonale par blocs.

§ 3. Warrices d'endomanplicomes.— Dans le cas ol E = F et & = .#, nous obtenons :

Définition 2.7 (Matrice d’endomorphisme)

Soit # = (e1,...,e,) une base de E, et f € Z(FE). On appelle matrice de f dans la base % la matrice carrée
suivante :
a1 c.. Q1n
Mat z(f) = | : D | € n(K),
an1 .- GOnpn

n
ot pour tout j € [1,n], f(e;) = Zak,j-ek,
k=1

La construction de cette matrice s’effectue selon les colonnes. La colonne 1 nous est donnée par I'image du
premier vecteur de Z# par f.
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g EXEMPLES :

» Ecrire la matrice de f : P € R3[X] — P(X +1) € R3[X] dans la base canonique %o, puis la base %, = (X(X —1), X(X —
2),(X —1)(X —2)).
» Méme question avec g : P € R,[X] — P’ € R, [X] dans la base canonique.

T} T +y
» Soit f: |y | €R?2— [ z—2 | €R3.Ecrire la matrice de f dans la base canonique de R3.
z 2y — 3z

MORALITE : Dans le cours sur les applications linéaires, nous avions construit une application

L| Ma(R) — LR .
A +— Ly

Nous venons maintenant de définir une nouvelle application

Mat z, | L(R* — . #u(R)

f +—— Mat Bo (f)

Ce ne sont pas de trop mauvaises définitions puisqu’elles sont réciproques 'une de l'autre si %, est la base canonique de R™.
Ce qui signifie que la matrice de L 4 dans la base canonique est A et que 'endomorphisme canoniquement associé a Mat g, (f)
est f:

vf € ZR"), LMat@O(f) =/
VA € Mn(R), Mat g, (La) = A.

Proposition 2.8
Soit E un espace vectoriel de dimensionn et f € £Z(FE). Alors,
1. f est un projecteur de E <> il existe une base # de E dans laquelle

Mat »(f) = Diag (1,...,1,0,...,0) € 4, (K).
2. f est une symétrie de £ < il existe une base % de E dans laquelle

Mat »(f) = Diag (1,...,1,-1,...,-1) € 4, (K).

D’apres le théoreme d’interpolation linéaire, nous obtenons
Propriétés 2.9
Soit & = (ex, ..., ep) une base de E. Alors, I'application

V| LE) — MK
[ +—— Matg(f)

est un isomorphisme de K—algébres.

§ 4. Cliangements de base et matrices de passage.— Nous allons traduire sur les applications linéaires les
relations d’équivalence vues sur les matrices.

Définition 2.10
Soit E un ev de dimension n et #, %' deux bases de E. On appelle matrice de passage de % a %’ et on note
PZ = (aij) € M, 0uVj € [1,n], ¢ =31, aije;. P = Mat g 5(Id).

Proposition 2.11

Soient A1, %B-, B3 trois bases de E.
1. P =1,
2. PJ?* x PJ? = PJ°.

3. PJ? € GL,(K) et P> = (PJ')~".
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Réciproquement, si on se fixe %, 'application qui a %’ associe P est bijective dans GL,, i.e toute matrice
inversible peut étre vue comme une matrice de passage.

Théoréme 2.12 (de changement de base)

» Pour les vecteurs : Soit v € E, X, X' ses matrices coordonnées dans les bases & et #' de E. Alors
X' =PZX.

» Pour les endomorphismes : Soient # et #' deux bases de E, f € £(FE), M = Matg(f) et M' =
Matg (f). Alors, si on note P = P§’, on a .

» Pour les applications linéaires : Soient # et #’' deux bases de E, ¥ et &' deux bases de F,f €
ZL(BE,F), M = Matg q(f) et M' = Matg 2 (f). Alors, si on note P = P§,P = P£ on a

M =Q 'MP|

§ 5. la Trace d’'un endomoarplicome.— On appelle trace d’'un endomorphisme f de E la trace de sa matrice
dans n’importe quelle base. Cette définition tient la route car deux matrices semblables ont méme trace.
Propriétés 2.13

Soient f,g € L(FE).
» Trace : £ (E) — K est une forme linéaire.
» Trace (f o g) = Trace (go f).
» Si f est un projecteur, sa trace est égale a son rang.

3 DETERMINANTS

Tout le programme de MPSI.

A LES PREUVES A CONNAITRE...

» Aucune

B LES FIGURES IMPOSEES
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%f EXERCICES :

1./ CCP algébre 59 : Soit E l'espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K (K = R ou K = C) de degré inférieur ou
égal a n. Soit f 'endomorphisme de E définipar:V P € E, f(P) =P — P'.
(a) Démontrer que f est bijectif de deux maniéres :
i. sans utiliser de matrice de f,
ii. en utilisant une matrice de f.
(b) Soit @ € E. Trouver P tel que f (P) = Q .
Indication : si P € E, quel est le polynéme P("+1) ?

2./ CECP alzébre 77 : Soit p, la projection vectorielle de R3, sur le plan P d’équation = +y + z = 0, parallélement & la droite
z

D d’équation = = g

3
(a) Vérifier que R? = P @ D.
(b) Soitu = (x,y,2) € R3.

Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de R3.

(c) Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.
3./ CCP algébre §7 : Soient ag, a1, -+ ,an n+ 1réels deux a deux distincts.

(a) Montrer que si by, b1, -- , by sont n + 1 réels quelconques, alors il existe un unique polynéme P vérifiant
degP <n et Vie{0,---,n} P(a;)=b;.

(b) Soitk € [0,...,n].
Expliciter ce polynome P, que l'on notera Ly, lorsque :

. _ [ Osii#k
Vi € [0, ...,n] bl_{ Lsiiek
n
(¢) Prouver que Vp € [0, ...,n], ZGZL’“ = XP,
k=0
4./ CCP algébre 90 : K désigne le corps des réels ou celui des complexes.
Soient aq, a2, az trois scalaires distincts donnés de K.
(a) Montrer que ® : Ko[X] — K3 est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

P+ (P(a1),P(a2), P(a3))
(b) On note (e1, e2, e3) la base canonique de K3 et on pose Vk € {1,2,3}, L = ® !(eg).
i. Justifier que (L1, L2, L3) est une base de Ka[X].
ii. Exprimer les polyna ‘'mes Li, L et L3 en fonction de a1, az et as.
(¢) Soit P € Ka[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L1, L2, L3).

(d) Application : On se place dans R? muni dun repére orthonormé et on considére les trois points
A(0,1), B(1,3),C(2,1).
Déterminer une fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe par les points A, B et C.
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